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Àííîòàöèÿ
Äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äâóìåðíîãî äèåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ äðîáíûõ ïîðÿäêîâ â êîíå÷íîé îáëàñòè ïðåäëàãàþòñÿ ñõåìû ïðèáëèæåííîé
àêòîðèçàöèè è âåêòîðíî-àääèòèâíûå. Äîêàçàíà óñòîé÷èâîñòü ýòèõ ñõåì. Òåîðåòè÷åñêèå
ðåçóëüòàòû ïîäòâåðæäåíû ÷èñëåííûì ïðèìåðîì.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå äðîáíîãî ïîðÿäêà, çàäà÷à Äèðèõëå, êîíå÷-
íàÿ îáëàñòü, àääèòèâíûå è âåêòîðíîàääèòèâíûå ñõåìû, áåçóñëîâíàÿ óñòîé÷èâîñòü.
Ââåäåíèå
Â íàñòîÿùåå âðåìÿ âîçðîñ èíòåðåñ ê óðàâíåíèÿì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ äðîá-
íûõ ïîðÿäêîâ. Ýòî ñâÿçàíî ñ ïîÿâëåíèåì èçè÷åñêèõ, áèîõèìè÷åñêèõ, ãåîèçè-
÷åñêèõ è äðóãèõ ìîäåëåé [17℄, îïèñûâàþùèõ æèçíåííî âàæíûå ïðîöåññû ñóùå-
ñòâîâàíèÿ ÷åëîâåêà è îêðóæàþùåé ñðåäû, îñíîâàííûå íà àíîìàëüíîé äèóçèè,
ñóáäèóçèè è ñóïåðäèóçèè.
Ïðèìåðû [17℄ ïîêàçàëè, ÷òî âðåìÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ â
ïîäçåìíûõ âîäàõ (ñèëüíî íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ) îêàçàëîñü ìíîãî áîëüøå çíà÷å-
íèÿ, îïèñàííîãî êëàññè÷åñêèì óðàâíåíèåì äèóçèè (âòîðîé çàêîí Ôèêà). Ïðåä-
ëîæåííàÿ ìîäèèêàöèÿ êëàññè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äèóçèè ïîçâîëèëà âïîñëåä-
ñòâèè ïîëó÷àòü âðåìåííîé ïðîìåæóòîê îáíîâëåíèÿ ñðåäû ïîñëå ðàçðóøàþùåãî
äåéñòâèÿ ýêîëîãè÷åñêèõ êàòàñòðî, âûáðîñîâ õèìè÷åñêîé ïðîìûøëåííîñòè. Êðî-
ìå òîãî, áûëà ñîðìóëèðîâàíà òåîðèÿ, â îñíîâó êîòîðîé áûë ïîëîæåí ýåêò
ñêà÷êîîáðàçíîãî áëóæäàíèÿ ÷àñòèöû ñ íåçàâèñèìûìè âðåìåíàìè îæèäàíèé è àíà-
ëèç îòëè÷èé ìåæäó êëàññè÷åñêîé è àíîìàëüíîé äèóçèåé, èññëåäîâàíû ýåêòû
ñèñòåìíîé ïàìÿòè íà ìîäåëÿõ äåéñòâèÿ çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ â ñèëüíî íåîäíî-
ðîäíûõ àðìàöèÿõ â òå÷åíèå äëèòåëüíîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè, è óñòàíîâëåíà
íåîáõîäèìîñòü çàìåíû êëàññè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äèóçèè äðîáíîé âåðñèåé. Â [4℄
áûë ïðåäñòàâëåí ñóáäèóçèéíûé åíîìåí â äèóíäèðóþùåì äâèæåíèè ïðî-
òåèíîâ ÷åðåç êëåòî÷íóþ ìåìáðàíó. Âìåñòå ñ ïå÷àòíîé âåðñèåé áûë îïóáëèêîâàí
âèäåîìàòåðèàë ñâîáîäíîãî ñêà÷êîîáðàçíîãî áëóæäàíèÿ ÷àñòèö çà äëèòåëüíûé âðå-
ìåííîé ïåðèîä, îïèñàíèå êîòîðîãî âûõîäèò çà ðàìêè êëàññè÷åñêîãî áðîóíîâñêîãî
äâèæåíèÿ. Êðîìå òîãî, â [5℄ ñîäåðæàòñÿ ðåçóëüòàòû íàáëþäåíèÿ ñóáäèóçèè â
ëóêòóèðóþùèõ ïðîòåèí-ñèñòåìàõ, â êîòîðûõ ðàññòîÿíèå ìåæäó äîíîðîì è àê-
öåïòàíòîì ñ îäíîêëåòî÷íûì ïðîòåèíîì ïîñòîÿííî ìåíÿåòñÿ. Èñïîëüçóÿ ýëåêòðîí-
òðàíñåð ðåàêöèþ, èì óäàëîñü óñòàíîâèòü ïðîèñõîäÿùóþ ñìåíó ðàññòîÿíèÿ â äåé-
ñòâèòåëüíîì âðåìåíè. Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò çíà÷èòåëüíî îòëè÷àëñÿ îò ïîâåäåíèÿ
÷àñòèö, îïèñàííîãî áðîóíîâñêèì äâèæåíèåì. Â [6℄ ïðåäñòàâëåí ðÿä èçè÷åñêèõ ìî-
äåëåé (ñóáäèóçèÿ â ñðåäå ñ ðåçêèì êîíòðàñòîì õàðàêòåðèñòèê, ëóêòóàöèîííûå
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àñïåêòû â òðàíñïîðòå ïðèìåñè â ñèëüíî íåóïîðÿäî÷åííîé ñðåäå, ñòîõàñòè÷åñêàÿ
àäâåêöèÿ âî ðàêòàëüíîé ñðåäå), â êîòîðûõ óñðåäíåííàÿ êîíöåíòðàöèÿ ïðèìåñè
óäîâëåòâîðÿåò íå êëàññè÷åñêîìó óðàâíåíèþ àäâåêöèè-äèóçèè, à äèåðåíöè-
àëüíîìó óðàâíåíèþ äðîáíîãî ïîðÿäêà.
Àêòóàëüíîñòü ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé âûçâàëà íåîáõîäèìîñòü ñîâåðøåí-
ñòâîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà èíòåãðî-äèåðåíöèðîâàíèÿ äðîáíîãî ïî-
ðÿäêà, íàó÷íûé âêëàä â ðàçâèòèå êîòîðîãî áûë ñäåëàí òàêèìè âûäàþùèìèñÿ
ó÷åíûìè, êàê Ï. Ëàïëàñ (P.S. Laplae, 1812), Æ.Á. Ôóðüå (J.B. Fourier, 1822),
Í.Õ. Àáåëü (N.H. Abel, 18231826),Æ. Ëèóâèëëü (J. Liouville, 1832-1873), Á. èìàí
(B. Riemann, 1847) è äð. (ì. [8, 9℄).
Íåñìîòðÿ íà äîëãóþ èñòîðèþ ðàçâèòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà äðîáíîãî
èíòåãðî-äèåðåíöèðîâàíèÿ, àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ íà÷àëüíî-
êðàåâûõ çàäà÷ ìàëîýåêòèâíû. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïîÿâèëñÿ ðÿä ñòàòåé î ÷èñëåí-
íîì èõ ðåøåíèè. Äàííàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà îáçîðó íåêîòîðûõ ðåçóëüòàòîâ [1013℄
è ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì èññëåäîâàíèé, íà÷àòûõ â ðàáîòàõ [1416℄. åçóëüòàòû äî-
êëàäûâàëèñü íà 7-ì Âñåðîññèéñêîì ñåìèíàðå ¾Ñåòî÷íûå ìåòîäû è èõ ïðèëîæåíèÿ¿
ïðè Êàçàíñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå, à òàêæå íà ìåæäóíàðîäíîé êîíå-
ðåíöèè ¾Äèåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è òîïîëîãèÿ¿, ïîñâÿùåííîé 100-ëåòèþ ñî
äíÿ ðîæäåíèÿ Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà.
1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
àññìîòðèì äâóñòîðîííåå äðîáíîå óðàâíåíèå äèóçèè
∂u
∂t
= c1
[
(1 − p1)
∂αu
∂(−x1)α
+ p1
∂αu
∂(x1)α
]
+ c2
[
(1− p2)
∂αu
∂(−x2)β
+ p2
∂βu
∂(x2)β
]
+ f, (1)
ãäå u = u(x, t) , x = (x1, x2) ∈ P = {x1l ≤ x
1 ≤ x1k, x
2
l ≤ x
2 ≤ x2k} , 0 ≤ t ≤ T,
ci = ci(x) > 0 , i = 1, 2, f = f(x, t),
∂αu
∂(−x1)α
,
∂βu
∂(−x2)β
 îòðèöàòåëüíûå äðîáíûå
ïðîèçâîäíûå ñ âåñàìè pi ∈ [0, 1] , i = 1, 2 . Îäíîðîäíîå óðàâíåíèå (1) ñ ïîñòîÿííû-
ìè êîýèöèåíòàìè îïðåäåëÿåò ïåðåõîäÿùèå ïëîòíîñòè îïåðàòîðà óñòîé÷èâîñòè
Ëåâè ïðîöåññîâ [10℄ ñ íåçàâèñèìîé óñòîé÷èâîñòüþ êîìïîíåíò ïîðÿäêà α, β àñèì-
ìåòðè÷íî îïðåäåëåííûìè âåñàìè p1, p2 . Òàêîé ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêîé
ìîäåëüþ [10℄ äëÿ àíîìàëüíîé äèóçèè, êîãäà ïðîèñõîäèò ñêîïëåíèå íåçàâèñèìûõ
ñëó÷àéíûõ ïðûæêîâ â êàæäîé êîîðäèíàòå. Âåñà p1, p2 ÿâëÿþòñÿ âåðîÿòíîñòÿìè
ïðûæêà â ïîëîæèòåëüíûõ x1, x2 íàïðàâëåíèÿõ ñîîòâåòñòâåííî, à 1−p1 è 1−p2 
â îòðèöàòåëüíûõ.
Ïóñòü çàäàíû íóëåâûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ Äèðèõëå íà âñåõ ÷åòûðåõ ñòîðîíàõ
ïðÿìîóãîëüíèêà P è íà÷àëüíîå óñëîâèå
u(x, 0) = ϕ(x). (2)
Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ïîäõîäîâ ê îïðåäåëåíèþ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé
[8, 9℄. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå äëÿ (1) áóäåì èñïîëüçîâàòü ëåâîñòîðîííþþ è ïðàâîñòî-
ðîííþþ äðîáíûå ïðîèçâîäíûå èìàíà Ëèóâèëëÿ, êîòîðûå äëÿ ïîðÿäêà α èìåþò
âèä
(DαL+u)(x, t) =
∂αu
∂+xα
=
1
Γ(n− α)
∂n
∂xn
x∫
L
u(ξ, t)dξ
(x − ξ)α+1−n
, (3)
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(DαR−u)(x, t) =
∂αu
∂−xα
=
(−1)n
Γ(n− α)
∂n
∂xn
R∫
x
u(ξ, t) dξ
(ξ − x)α+1−n
, (4)
ãäå n− 1 < α ≤ n , n  öåëîå, Γ(p)  ãàììà-óíêöèÿ.
2. Ñõåìû ïðèáëèæåííîé àêòîðèçàöèè
Ââåäåì ïðîñòðàíñòâåííóþ ñåòêó íà ïðÿìîóãîëüíèêå P ñ øàãàìè hi =
xik − x
i
li
Ni
,
i = 1, 2 , è íà îòðåçêå 0 ≤ t ≤ T ñ ðàâíîìåðíûì øàãîì τ > 0 îïðåäåëèì
tn = nτ . Îáîçíà÷èì x
1
i = x
1
l1
+ ih1, x
2
j = x
2
l1
+ jh2 , i = 1, . . . , N1 , j = 1, . . . , N1,
yn = ynij = y(xij , tn) = y(x
1
i , x
2
j , tn), c
k
ij = c
k(xij), k = 1, 2, f
n = fnij = f(xij , tn) 
óíêöèè äèñêðåòíîãî àðãóìåíòà. Äëÿ àïïðîêñèìàöèè äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ áóäåì
èñïîëüçîâàòü ïðåäëîæåííóþ â [11℄ ñìåùåííóþ îðìóëó ðþíâàëüäà Ëåòíèêîâà,
à èìåííî:
∂αu
∂xα
=
1
Γ(−α)
lim
N1→∞
N1∑
k=0
Γ(k − α)
Γ(k + α)
u(x1 − (k − 1)h1, x
2, t), (5)
àíàëîãè÷íî è äëÿ (4). Ïðè ýòîì (5) îïðåäåëÿåò ñëåäóþùóþ îöåíêó äëÿ (3):
∂αu
∂xα
=
1
hα1
N1∑
k=1
gαk u(x
1 − (k − 1)h1, x
2, t) +O(h1). (6)
Çäåñü
gαk =
Γ(k − α)
Γ(−α)Γ(k + 1)
= (−1)k
(
α
k
)
.
Îïðåäåëèì êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå îïåðàòîðû
A1y
n
ij =
c1ij
hα1
[
(1− p1)
i+1∑
k=0
gαky
n
i−k+1j + p1
N1−i+1∑
k=0
gαky
n
i+k−1j
]
,
A2y
n
ij =
c2ij
hβ2
[
(1− p2)
j+1∑
k=0
gβky
n
ij−k+1 + p2
N2−j+1∑
k=0
gβky
n
ij+k−1
]
è âîñïîëüçóåìñÿ äâóõñëîéíûìè ðàçíîñòíûìè àïïðîêñèìàöèÿìè èñõîäíîé çàäà÷è
(1), (2). Çàïèøåì ðàçíîñòíóþ ñõåìó â îáùåïðèíÿòîì [1719℄ êàíîíè÷åñêîì âèäå
B
yn+1 − yn
τ
= Ayn + f, (7)
ãäå B = (E − τA), A = A1 + A2. Ïðåäïîëàãàÿ (êàê â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå), ÷òî
ðåøåíèå u ∈ W r,1(R2) äîñòàòî÷íî ãëàäêî, èç (7) èìååì ëîêàëüíóþ âû÷èñëèòåëü-
íóþ ïîãðåøíîñòü O(τ)+O(h1)+O(h2) . Ñîãëàñîâàíî àïïðîêñèìèðóþòñÿ ãðàíè÷íûå
è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (2). Íàéòè äëÿ (7) ïðèåìëåìûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ yn+1
ñëîæíî. Ýòî õàðàêòåðíî è ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, êîãäà α =
= β = 2. Ïîýòîìó, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî äëÿ ñìåøàííîé äðîáíîé ïðîèçâîäíîé
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èìååò ìåñòî îöåíêà âèäà [11℄
∂β
∂x2β
∂αu(x1, x2, t)
∂x1α
=
= h−α1 h
−β
2
∞∑
k=0
∞∑
l=0
(−1)(k+l)
(
α
k
)(
β
l
)
u(x1 − (k − 1)h1, x
2 − (l − 1)h2, t)+
+O(h1 + h2), u ∈ W
r,1(R2), (x1, x2) ∈ R2, r > α+ β + 3, (8)
ìîæíî çàìåíèòü îïåðàòîð B â (7) íà àêòîðèçîâàííûé îïåðàòîð
B˜ = B + τ2A1A2 = (E − τA1)(E − τA2).
Î÷åâèäíî, çàìåíà â (7) îïåðàòîðà B íà B˜ ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè
O(τ) +O(h1) +O(h2) íå ìåíÿåò â ñèëó îöåíêè (8). Ìîæíî ïîâûñèòü òî÷íîñòü ïî
t çà ñ÷åò ñèììåòðèçàöèè. Ýòî èçâåñòíûé àêò èç îáùåé òåîðèè ðàçíîñòíûõ ñõåì
[1720℄. Åñëè ïðîâåñòè ïðèáëèæåííóþ àêòîðèçàöèþ íà âåðõíåì è íèæíåì ñëîÿõ,
ïîëó÷èì(
E −
τ
2
A1
)(
E −
τ
2
A2
)
yn+1 =
(
E +
τ
2
A1
)(
E +
τ
2
A2
)
yn + τfn, (9)
ãäå fn = f + O(τ2 + h1 + h2) . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî τ
2A1A2(u
n+1 − un) åñòü âåëè÷è-
íà ïîðÿäêà O(τ2) + O(h1) + O(h2), ïîëó÷èì, ÷òî ñõåìà (9) èìååò âòîðîé ïîðÿäîê
òî÷íîñòè ïî âðåìåíè è ïåðâûé  ïî ïðîñòðàíñòâó. Ïðåäñòàâèì (9) â âèäå [13℄(
E −
τ
2
A1
)
yn+1/2 =
(
E +
τ
2
A2
)
yn +
τ
2
fn, (10)(
E −
τ
2
A2
)
yn+1 =
(
E +
τ
2
A1
)
yn+1/2 +
τ
2
fn, (11)
ãäå y0 = ϕij , y
n+1/2|∂P = 0 , i = 1, . . . , N1 − 1 , j = 1, . . . , N2 − 1 . Îáû÷íî ñõåìó
âèäà (9) íàçûâàþò ïðîèçâîäÿùåé, è ïðè èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòè èìåþò äåëî
èìåííî ñ íåé, íå îáðàùàÿ âíèìàíèÿ íà ñïîñîá ðåàëèçàöèè.
Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê èññëåäîâàíèþ óñòîé÷èâîñòè, ïåðåïèøåì (10), (11) â ìàò-
ðè÷íîé îðìå. Äëÿ ýòîãî, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ
ïîëîæèì p1 = p2 = 1/2 , c
1
ij =
c1ijτ
2hα1
, c2ij =
c2ijτ
2hβ2
. Èñïîëüçóÿ ÿâíûé âèä A1, A2 ,
óðàâíåíèå (10) ïðåäñòàâèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:
− c1ij(gα0 + gα2) y
n+1/2
i−1 + (1− 2 c
1
ij gα1) y
n+1/2
ij − c
1
ij(gα2 + gα0) y
n+1/2
i+1j −
− c1ij
i+1∑
k=3
gαk y
n+1/2
i−k+1j − c
1
ij
N1−i+1∑
k=3
gαk y
n+1/2
i+k−1j = y
n
ij +
+ c2ij
j+1∑
l=0
gβl y
n
ij−l+1 − c
2
ij
N2−j+1∑
l=3
gβl y
n
ij+l−1 +
τ
2
fnij , (12)
ãäå i = 1, . . . , N1 − 1 , j = 1, . . . , N1 − 2 .
Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
Y n =
[
yn11, y
n
21, . . . , y
n
N1−11, y
n
12, y
n
22, . . . , y
n
1N2−1, y
n
2N2−1, . . . , y
n
N1−1N2−1
]T
,
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Aj01 = (a
1
im)  ìàòðèöà ðàçìåðà (N1 − 1)× (N1 − 1) , j0 èêñèðîâàíî, j0 ∈ [1, N2 ] ,
ãäå ýëåìåíòû ìàòðèöû èìåþò âèä
a1im =

2c1ij0gα1, m = i,
−c1ij0(gα2 + gα0), m = i− 1,
−c1ij0(gα0 + gα2), m = i+ 1,
−c1ij0gαi−m+1, m < i− 1,
−c1ij0gαm−i+1, m > i+ 1,
(13)
ïðè÷åì a100 = 1, a
1
0m = 0 ïðè m = 1, . . . , N1 , a
1
N1N1
= 1, a1N1m = 0 ïðè
m = 0, . . . , N1 − 1. A
1 = diag (A11, A
1
2, . . . , A
1
N2−1
)  áëî÷íî-äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà,
áëîêè êîòîðîé åñòü êâàäðàòû ðàçìåðà (N1 − 1) × (N1 − 1) ìàòðèöû A
1
j0
, j0 =
= 1, . . . , N2 − 1 . Òàê æå îïðåäåëÿåòñÿ è A
2
, ïðè ýòîì óðàâíåíèå (9) çàïèøåòñÿ
â ìàòðè÷íîé îðìå âèäà
(E −A1)(E −A2)Y n+1 = (E +A1)(E +A2)Y n + Fn+1, (14)
ãäå Fn+1 ÿâíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç çíà÷åíèÿ óíêöèè f è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.
Ëåììà 1. Êàæäîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèö A1 , A2 èìååò îòðèöàòåëü-
íóþ äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü.
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó (13) äëÿ êàæäîãî i , i = 1, . . . , (N1 − 1)(N2 − 1) , äèà-
ãîíàëüíûé ýëåìåíò A1 â ñëó÷àå, êîãäà m =
[
i− 1
N1 − 1
+ 1
]
, l = i− (m−1)(N1−1) è
2 c1lm = C, âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: a˜
1
ii = Cgα1. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå
ðàçðàáîòàííóþ ìåòîäèêó â [11℄, âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûì ðåçóëüòàòîì:
(1 + z)γ =
∞∑
m=0
(
γ
m
)
zm, ‖z‖ ≤ 1, γ > 0.
Ïîëàãàÿ z = −1 è ó÷èòûâàÿ ïðåäñòàâëåíèå äëÿ gαk , áóäåì èìåòü
∞∑
m=0
gαm = 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îöåíêè gα1 = −α, ïðè÷åì gαi > 0 äëÿ
1 < α < 2 , i 6= 1 , è
N∑
m=0,m 6=1
gαm < −gα1 äëÿ âñåõ N > 1 . Òîãäà
a˜ 1ii = −Cα. (15)
Òåïåðü, ðàññìàòðèâàÿ ñóììó àáñîëþòíûõ çíà÷åíèé âíåäèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ
ìàòðèöû íà òîé æå i-é ñòðîêå è îöåíèâàÿ èõ ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâ, âûïèñàííûõ
âûøå, ïîëó÷èì
N1−1∑
k=0,k 6=1
a˜ lm =
m∑
k=0,k 6=1
c1lm gαk +
N1−i+1∑
k=0,k 6=1
c1lm gαk < Cα. (16)
Âîñïîëüçóåìñÿ îöåíêîé ãðàíèö ñïåêòðà, êîòîðóþ äàåò òåîðåìà åðøãîðèíà [18,
ñ. 26℄: êàæäîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû A ïîðÿäêà n ñ ýëå-
ìåíòàìè aki ïðèíàäëåæèò îáúåäèíåíèþ êðóãîâ |z − akk| ≤ rk , k = 1, . . . , n, ãäå
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rk =
n∑
i=1,i6=k
|aki|. Êðîìå òîãî, äëÿ ñïåêòðàëüíîãî ðàäèóñà ìàòðèöû ñïðàâåäëèâà
îöåíêà ρ(A) ≤ max
k
n∑
i=1,i6=k
|aki|.
Òàêèì îáðàçîì, èç îöåíîê (15), (16) ñëåäóåò, ÷òî êàæäîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå
ìàòðèöû A1 èìååò îòðèöàòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè. Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäå-
íèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ A2. Ëåììà äîêàçàíà.
Ñëåäñòâèå 1. Êàæäîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèö (E−A1) è (E−A2) ïî
ìîäóëþ áîëüøå åäèíèöû. Òàêèì îáðàçîì, det (E − Ai) 6= 0 , i = 1, 2, è ìàòðèöû
îáðàòèìû.
Ñëåäñòâèå 2. Êàæäîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèö (E − A1)−1(E + A1) è
(E −A2)−1(E +A2) ïî ìîäóëþ ìåíüøå åäèíèöû.
Òåîðåìà 1. Ìåòîä ïðèáëèæåííîé àêòîðèçàöèè (9) äëÿ 1 < α, β < 2 ïðè
óñëîâèè êîììóòàòèâíîñòè îïåðàòîðîâ A1 è A2 (ìàòðèö A
1, A2 ) ÿâëÿåòñÿ áåç-
óñëîâíî óñòîé÷èâûì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü δ0  ïîãðåøíîñòü â Y 0 äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (14),
òîãäà ïîãðåøíîñòü â ìîìåíò âðåìåíè tn â Y
n
âûðàæàåòñÿ â âèäå
δn = [(E −A2)−1(E −A1)−1(E +A1)(E +A2)]nδ0.
Ïîýòîìó åñëè âûïîëíåíî òðåáîâàíèå êîììóòàòèâíîñòè ìàòðèö, òî èç ïîñëåäíåãî
ðàâåíñòâà èìååì
δn = [(E −A1)−1(E +A1)]n[(E −A2)−1(E +A2)]nδ0.
Èçâåñòíî (ñì. [21, ñ. 136℄), ÷òî An → O , ãäå O  íóëåâàÿ ìàòðèöà, òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A ïî ìîäóëþ ìåíüøå åäèíèöû.
Íà îñíîâàíèè ýòîãî óòâåðæäåíèÿ è ñëåäñòâèÿ 2 çàêëþ÷àåì, ÷òî
[(E −Ai)−1(E +Ai)]n → 0, n→∞, i = 1, 2.
Îòñþäà ñðàçó æå ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
Çàìå÷àíèå 1. Óñëîâèå êîììóòàòèâíîñòè ìàòðèö A1, A2 ïðåäïîëàãàåò âûïîë-
íåíèÿ ýòîãî óñëîâèÿ äëÿ îïåðàòîðîâ
(
E −
τ
2
A1
)
è
(
E −
τ
2
A2
)
. Ýòî óñëîâèå åñòå-
ñòâåííî äëÿ ìåòîäà ïðèáëèæåííîé àêòîðèçàöèè äëÿ óðàâíåíèÿ äèóçèè ïðè
α = β = 2 .
Òåîðåìà 2. Ïðèáëèæåííûé ìåòîä (9) ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ èñõîäíîé çàäà÷è
ñî ñêîðîñòüþ O(τ2) +O(h1) +O(h2) .
Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì àïïðîêñèìàöèè è
óñòîé÷èâîñòè àëãîðèòìà.
Çàìå÷àíèå 2. Èç ëåììû 1 çàêëþ÷àåì, ÷òî ìàòðèöû
(
E −
τ
2
A1
)
è
(
E −
τ
2
A2
)
èìåþò äèàãîíàëüíîå ïðåîáëàäàíèå. Ïîýòîìó ïðè ðåøåíèè (10), (11) (ñì. (14)) ïðåä-
ëàãàåòñÿ ãëàâíóþ äèàãîíàëü è äâà ïðèëåãàþùèõ ê íåé êîýèöèåíòà äèñêðåòíî-
ãî îïåðàòîðà
(
E −
τ
2
Ai
)
, i = 1, 2 , âûíåñòè íà íîâûé âðåìåííîé ñëîé, îñòàâëÿÿ
îñòàëüíûå íà ñëîå íèæå. Ïîëó÷àþùàÿñÿ ïðè ýòîì ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
ðåøàåòñÿ ìåòîäîì òðåõòî÷å÷íîé ïðîãîíêè. Òåîðåòè÷åñêèé àíàëèç è òåñòîâûå ðàñ÷å-
òû ïîêàçûâàþò, ÷òî òàêîé àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ áåçóñëîâíî óñòîé÷èâûì è ñîõðàíÿåò
ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè.
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Çàìå÷àíèå 3. Ïðè ïîñòðîåíèè ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà âîçìîæíî çíà÷åíèÿ êîí-
öåíòðàöèé îòíåñòè ê óçëàì ñåòêè, à çíà÷åíèÿ ïîòîêîâ  ê öåíòðàì ÿ÷ååê ðàñ÷åòíîé
ñåòêè.
3. Âåêòîðíî-àääèòèâíûå ñõåìû
àññìîòðèì èñõîäíóþ çàäà÷ó â ñëó÷àå, êîãäà ïðàâî-ñòîðîííÿÿ è ëåâî-ñòîðîííÿÿ
ïðîèçâîäíûå ñîâïàäàþò [11℄:
∂u
∂t
= c1(x1, x2)Dαx1u+ c
2(x1, x2)Dβx2u+ f(x
1, x2, t), (17)
ãäå u = u(x1, x2, t) , ci = ci(x1, x2) , ci > 0 , 1 < α ≤ 2 , 1 < β ≤ 2.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî (17) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïðè ñëåäóþùèõ íà-
÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ: u(x1, x2, 0) = ϕ(x1, x2) äëÿ âñåõ xiH < x
i <
< xik è u(x
1, x2, t) = Q(x1, x2, t) íà ãðàíèöå ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè P , ïðè ýòîì
Q(x1l , x
2, t) = Q(x1, x2l , t) = 0.
Íà èíòåðâàëå tn < t < tn+1 , ïðèíèìàÿ çà ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå âåêòîð y =
= (y1, y2) , ðàññìîòðèì ìîäèèöèðîâàííûé âàðèàíò âåêòîðíî-àääèòèâíîé ñõåìû
[22, 23℄:
y1
n+1
ij − y˜ij
τ
= A1y
1n+1
ij +A2y
2n
ij + f
n+1/2
ij , y
10
ij = ϕij , (18)
y2
n+1
ij − y˜ij
τ
= A2y
2n+1
ij +A1y
1n
ij + f
n+1/2
ij , y
20
ij = ϕij , (19)
y˜ij =
1
2
(y1
n
ij + y
2n
ij), ϕij = ϕ(x
1
i , x
2
j), i = 1, . . . , N1 − 1, j = 1, . . . , N2 − 1.
Ïðåäñòàâèì (18) (àíàëîãè÷íî è (19)) â âèäå, óäîáíîì äëÿ ðåàëèçàöèè âû÷èñëè-
òåëüíûõ ïðîöåäóð, à èìåííî:
y1
n+1
ij −
τc1ij
hα1
i+1∑
k=0
gαk y
1n+1
i−k+1j = y˜ij +
τc2ij
hβ2
j+1∑
m=0
gβm y
2n
ij−m+1 + f
n+1/2
ij , (20)
èëè(
1−
τc1ij
hα1
gα1
)
y1
n+1
ij −
τc1ij
hα1
gα0 y
1n+1
i+1j −
τc1ij
hα1
gα2 y
1n+1
i−1j −
i+1∑
k=3
gαk y
1n+1
i−k+1j =
= y˜ij +
τc2ij
hβ2
j+1∑
m=0
gβm y
2n
ij−m+1 + τf
n+1/2
ij , i = 1, . . . , N1 − 1, j = 1, . . . , N2 − 1
ñ ñîîòâåòñòâóþùåé àïïðîêñèìàöèåé ãðàíè÷íûõ è íà÷àëüíîãî óñëîâèé. Ïðè êàæäîì
èêñèðîâàííîì j = j0 , j = 1, . . . , N2−1 , ñîñòàâèì, èñõîäÿ èç (20), ìàòðèöó-ñòîëáåö
[y1j0 , . . . , yN1−1j0 ]
T
è ìàòðèöó Aj0 ñ ýëåìåíòàìè A
i
l , ãäå âåðõíèé èíäåêñ  íîìåð
ñòðîêè, à íèæíèé  íîìåð ñòîëáöà.
A11 A
1
2 0 0 · · · 0
A21 A
2
2 A
2
3 0 · · · 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
AN1−11 A
N1−1
2 A
N1−1
3 A
N1−1
4 · · · A
N1−1
N1−1
 , (21)
Ail = δ
i
l −
τc1il
hα1
gαi−l+1, i = 1, . . . , N1 − 1, l = 1, . . . , N2 − 1,
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èñ. 1. τ = 0.1, h = 0.1 èñ. 2. τ = 0.1, h = 0.1
δil  ñèìâîë Êðîíåêêåðà. Âîîáùå ãîâîðÿ, ñèñòåìó óðàâíåíèé (18) ìîæíî çàïèñàòü
â âèäå
i+1∑
k=1
Aiky
1n+1
kj0
= y˜ij0 + τF
i
j0 , i = 1, . . . , N1 − 1, j = 1, . . . , N2. (22)
Çäåñü F ik äëÿ êàæäîãî x
2
j0 îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ i = 1, . . . , N1 − 1, k = 0, . . . , j0 + 1 èç
äâóõ ïîñëåäíèõ âûðàæåíèé ïðàâîé ÷àñòè (18) è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.
Çàìå÷àíèå 4. Åñëè èñïîëüçîâàòü äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñõåìó (9), òî äëÿ ðåàëè-
çàöèè ìîæíî ïðåäëîæèòü, êàê èçâåñòíî, ðàçëè÷íûå âàðèàíòû, à èìåííî (10), (11)
èëè, íàïðèìåð, (
E −
τ
2
A1
)
w
n+1/2
ij = A1y
n
ij +A2y
n
ij + f
n+1/2
ij ,(
E −
τ
2
A2
)
wn+1ij = w
n+1/2
ij , y
n+1
ij = y
n
ij + τw
n+1.
Åñëè ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå íàõîäèòü ñ ïîìîùüþ îäíîé èç ïðåäëîæåííûõ âû-
øå ñõåì, òî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ïðîìåæóòî÷íîé óíêöèè îïðåäåëÿþòñÿ èç
ñèñòåìû òàê, ÷òîáû ñîõðàíèòü âòîðîé ïîðÿäîê òî÷íîñòè ïî τ (ñì. [1720℄). Äëÿ
ïðîèçâîäÿùåé ñõåìû (9) âåðíà òåîðåìà î áåçóñëîâíîé óñòîé÷èâîñòè è ñõîäèìîñòè
ñî ñêîðîñòüþ O(τ2) +O(h1) +O(h2).
Çàìå÷àíèå 5. Âåêòîðíî-àääèòèâíûå ñõåìû ìîæíî àäàïòèðîâàòü ê áîëåå îáùåé
çàäà÷å ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïðîèçâîäíûìè äðîáíîãî ïîðÿäêà (ñìåøàííûìè äðîáíû-
ìè ïðîèçâîäíûìè [8℄), íàïðèìåð, ïðèìåíÿÿ àëãîðèòìû èç [24, 25℄.
4. ×èñëåííûé ïðèìåð
àññìîòðèì èñõîäíîå óðàâíåíèå (17) ïðè α = 1.9 , β = 1.6 ñ ïåðåìåííûìè
êîýèöèåíòàìè
c1 =
x31x
1.4
2
Γ(3.9)
, c2 =
x1.11 x
3
2
Γ(3.6)
,
íà÷àëüíûì u(x1, x2, 0) = (x1)2.9(x2)2.6 è ãðàíè÷íûìè u(x1, 0, t) = u(0, x2, t) = 0,
u(1, x2, t) = (x2)2.6e−t, u(x1, 1, t) = (x1)2.9e−t óñëîâèÿìè äëÿ t ≥ 0 , f(x1, x2, t) = −
−(1 + 2x1.11 x
1.4
2 )e
−tx2.91 x
2.6
2 .
Íà ðèñ. 1 è 2 ïðåäñòàâëåíû äëÿ ñðàâíåíèÿ ãðàèêè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ,
ïîëó÷åííîãî âåêòîðíî-àääèòèâíûì ìåòîäîì è òî÷íîãî ðåøåíèÿ u = x2.91 x
2.6
2 e
−t
.
èñ. 3 è 4 äåìîíñòðèðóþò ñîîòâåòñòâèå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ õàðàêòåðíîìó
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èñ. 3. τ = 0.1, h = 0.1 èñ. 4. τ = 0.01, h = 0.1
ñâîéñòâó ìîäèèöèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ ‖yn+11 − y
n+1
2 ‖ → 0 ïðè t → ∞ , ïðè-
÷åì íà ðèñ. 3 îòîáðàæåíà ðàçíîñòü êîìïîíåíò ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ïðè èñ-
ïîëüçîâàíèè äîñòàòî÷íî êðóïíîé ñåòêè, à íà ðèñ. 4  ïðè äîñòàòî÷íî ìåëêîé ïî
âðåìåíè. Çàäà÷à ÷èñëåííî ðåøàëîñü ñ ïîìîùüþ âåðñèè ñèñòåìû Mathematia 5.1
êîðïîðàöèè Wolfram Researh; êîìïèëÿöèÿ îñóùåñòâëÿëàñü íà êîìïüþòåðå âèäà
Dell Pentium PC.
Summary
N.G. Abrashina-Zhadaeva, N.S. Romanova. Approximate Fatorization Method for Two-
dimensional Equations in Partial Frational Derivatives on Finite Domain.
Approximate fatorization shemes and vetor-additive algorithms are oered for numerial
modelling of two-dimensional dierential equations in partial derivatives of frational orders
on nite domain. The stability of these shemes is proved. Theoretial results are validated by
a numerial example.
Key words: frational order partial derivatives, Dirihlet problem, nite domain, additive
and vetor-additive methods, unonditional stability.
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